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ДОвЕРИТЕльНыЕ ОблАСТИ в экОНОМЕТРИИ кОМплЕкСНых пЕРЕМЕННых
чанышева а. ф.

УДК 330.43

чанышева А. Ф. Доверительные области в эконометрии комплексных переменных
Данная статья является результатом комплексного исследования, посвященного заложению основ комплекснозначной экономики – современного перспективного 
направления в области социально-экономического прогнозирования. Статья посвящена вопросам нахождения интервальных оценок для комплекснозначных урав-
нений линейной регрессии. Автор обосновывает выбор формы доверительных областей, а также рассматривает три подхода к их построению. В результате 
исследований сделан вывод, что практически все фактические значения наблюдаемой переменной находятся внутри доверительной области, рассчитанной для 
доверительной вероятности 95%. Это говорит о хорошем подборе модели к исходным данным и об эффективности метода нахождения доверительных облас-
тей, предложенного в данной работе.
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уравнение регрессии, статистика Хотеллинга (Hotelling).
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Чанишева А. Ф. Довірчі області в економетрії комплексних змінних

Дана стаття є результатом комплексного дослідження, присвяченого закла-
данню основ комплекснозначної економіки – сучасного перспективного напрямку 
в галузі соціально-економічного прогнозування. Стаття присвячена питанням 
знаходження інтервальних оцінок для комплекснозначних рівнянь лінійної регре-
сії. Автор обґрунтовує вибір форми довірчих областей, а також розглядає три 
підходи до їх побудови. У результаті досліджень зроблено висновок, що прак-
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гарний підбір моделі до вихідних даних і про ефективність методу знаходження 
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В последние годы рядом исследователей активно 
ведется работа по разработке основ нового на-
учного направления – комплекснозначной эконо-

метрии. Результатом многолетней работы стали много-
численные статьи, рассматривающие такие основные 
проблемы, как построение линейных и нелинейных 
уравнений регрессии, производственных функций ком-
плексных переменных, нахождение оценок коэффици-
ентов моделей с помощью метода наименьших квадра-
тов, корреляционный анализ, а также оценка комплекс-
нозначной модели. В [1] показано, что очень часто 
комплекснозначные модели лучше описывают эконо-
мическую динамику, нежели модели действительных 
переменных. Это связано с тем, что комплекснозначные 
модели учитывают взаимосвязь между двумя исследуе-
мыми показателями, объединенными в комплексную 
переменную фактора или результата. Таким образом, 
появляется возможность одновременного моделирова-
ния двух экономических переменных. 

Как правило, при моделировании социально-
эко номических процессов исследователю приходится 
иметь дело с выборочными значениями экономических 
показателей. То есть предметом исследований являют-
ся случайные величины, методами работы с которыми 
занимается теория вероятностей и математическая 
статистика. Основными характеристиками случайной 
величины являются, как известно, ее математическое 
ожидание и дисперсия.

Математическое ожидание и дисперсия являются 
точечными оценками случайной величины. Поскольку 
вероятность того, что точечная оценка совпадет с фак-
тическим значением наблюдаемого показателя равна 
нулю, в эконометрии принято рассматривать довери-
тельные области для расчетного значения данного по-
казателя [2].

Пусть мы исследуем линейное уравнение регрес-
сии вида:

 ,xY a bX 

где X – экзогенная переменная, Y – эндогенная пере-
менная.

Для нахождения прогнозного (точечного) значе-

ния эндогенной переменной xY в линейное уравнение 
регрессии подставляются соответствующие значения 
переменной Х.

Для построения интервальной оценки рассмотрим 
событие, заключающееся в том, что отклонение точеч-

ной оценки показателя xY  (его прогнозного значения) 
от истинного значения этого параметра Y по абсолют-
ной величине не превышает некоторую положительную 
величину ∆. Вероятность такого события:

( ) .xP Y Y   

Заменив неравенство
 

xY Y 
 
на равносиль-

ное, получим:

( ) ,xP Y Y Y     

где γ – доверительная вероятность;

,
tS

S
n


 
– точечная оценка среднего квадра-

тического отклонения показателя Y, t – значение рас-
пределения Стьюдента.

Исследования в области эконометрии комплекс-
ных переменных также связаны с нахождением 
статистических характеристик случайной вели-

чины Y, построением и анализом комплекснозначных 
уравнений регрессии. Данную работу посвятим вопро-
сам построения доверительных областей в экономе-
трии комплексных переменных.

В качестве основы для изучения примем линей-
ную комплекснозначную модель вида:

0 1 0 1( ) ( )( ),r i r iY iY a ia b ib X iX     
 
(1)

где Yr , Yi – действительная и мнимая части комплексной 
переменной результата; Xr , Xi – действительная и мни-
мая части комплексной переменной фактора; a0, a1, b0, 
b1 – оценки действительной и мнимой составляющих 
комплексных коэффициентов.

В первую очередь необходимо найти оценки ко-
эффициентов модели по методу наименьших квадратов, 
которые послужат основой для нахождения расчетных 
значений искомого показателя Yr + iYi .

Для того чтобы можно было оценить коэффици-
енты уравнения (1), необходимо центрировать его отно-
сительно средних, т. е. переписать в виде:

 

 

0 1

( ) ( )

( )( ( )).
t t

t t

r r i i

r r i i

Y Y i Y Y

b ib X X i X X

   

    
 

(2)

Вводя новые обозначения, представим (2) в виде:
 0 1( )( ).

t t t tr i r iY iY b ib X iX      
 (3)

Для удобства расчетов уравнение (3) можно при-
вести к системе двухфакторных моделей действитель-
ных чисел (4):

  

 0 1

1 0
.r r i

i r i

Y b X b X
Y b X b X
    

     

(4)

Оценим коэффициенты модели по методу наи-
меньших квадратов, адаптированному для комплексных 
переменных, по следующим формулам [3, 4]:

  

 
0 2 2 ;r r i i

r i

y x y x
b

x x
   


 

 
   

(5)

  

 
1 2 2 .i r r i

r i

y x y x
b

x x
   


 

 
   

(6)

Отсюда легко вычислить и значения свободного 
комплексного коэффициента линейной регрессионной 
зависимости, поскольку для оценок МНК линейных за-
висимостей всегда выполняется равенство относитель-
но средних арифметических [1]:

0 1 0 1( ) ( )( ).r i r iy i y a ia b ib x ix     
 
(7)

На основе полученных оценок коэффициентов 
комплекснозначной модели найдем ряд расчетных зна-
чений центрированной зависимой переменной ,r iY iY   
подставив их в (4).
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На данном этапе исследования мы получили все 
необходимые данные для построения довери-
тельных областей для уравнения регрессии. Ав-

тором были изучены и апробированы несколько подхо-
дов к решению данной задачи, результаты применения 
которых будут представлены ниже.

Согласно первому подходу для построения до-
верительной области используется система уравнений 
(4). Каждое из уравнений системы рассматривается в 
данном случае в отдельности. Анализируя эти уравне-
ния, рассчитываем значения стандартной ошибки и 
t-статистики для каждого из них, после чего строим до-
верительные интервалы [5 – 7]:

 
 

, , ;f r r f rr ry t Y y t        
 

(8)

 
 

, , ,i f i i i f iy t Y y t        
 
(9)

где tf,α – статистика Стьюдента для уравнения регрес-
сии; σr , σi – стандартные ошибки для соответствующих 

уравнений регрессии; 
 ,r iy y  – расчетные значения дей-

ствительной и мнимой частей переменной .r iY iY 

Чтобы получить комплексный доверительный 
интервал, полученные интервалы необходимо сложить, 
представив их в следующем виде [5, 6]:

 

 

'
,

'
,

( ) ( )

( ) ( ).

f r i rr i

i f r ir i

y iy t i Y

iY y iy t i





       

       

 

(10)

Полученные таким образом области представля-
ют собой прямоугольники на комплексной плоскости 
YrYi . На рис. 1 представлены построенные с помощью 
данного способа доверительные области для последних 
15 прогнозов ряда, состоящего из 36 значений. Все фак-
тические значения по данным наблюдениям попадают в 
построенные области.

Данный пример базируется на анализе следующих 
экономических показателей: экспорт и импорт в каче-

стве экзогенной (независимой) комплексной переменной 
Xr + iXi , расходы на потребление и накопление – эндоген-
ной (зависимой) комплексной переменной Yr + iYi. Дан-
ные показатели являются разными сторонами одного 
и того же экономического процесса, между ними суще-
ствует физическая или экономическая взаимосвязь, что 
является одним из необходимых условий при примене-
нии комплексных переменных в эконометрике.

Недостатком данного подхода является предпо-
ложение о том, что случайные величины Yr и Yi незави-
симы, то есть между ними отсутствует ковариация. Од-
нако в экономике ввиду ее сложности такие ситуации 
практически не встречаются. То есть предложенный ал-
горитм фактически не отличается от способа построе-
ния доверительных границ в эконометрии действитель-
ных переменных и не имеет перед ней преимуществ.

В эконометрии действительных переменных из-
вестно множество примеров построения совместных 
доверительных областей для многомерных векторов. 
Так, доверительная область для вектора математиче-
ских ожиданий mx определяется неравенством [8]:

1( ) ( ) ,
( )

T T
x x

m
X m S X m f

n n m


  


 

(11)

где fα – верхняя 100(1 – α) %-ная точка F-распределения, 
m – размерность случайного вектора Х, n – число на-
блюдений, S – ковариационная матрица.

Уравнение

 
1( ) ( )

( )
T T m

X S X f
n n m


  



в координатах ξ определяет m-мерный эллипсоид (эл-
липс при m = 2) с центром в случайной точке X, слу-
чайные размеры и направления главных осей которого 
определяются матрицей S и числом fα [8].

Д. Химмельблау в [9] рассматривает линейное урав-
нение регрессии вида 0 1 0 1( ),x x x        
оценка которого представлена в виде  0 1( ).Y b b x x  

50004000300020001000–1000 6000

2500,00

2000,00

1500,00

1000,00

–1000,00

500,00

–500,00

0,00

Доверительные границы для последних 15 наблюдений У 
без учёта ковариации

Рис. 1. Доверительные границы для последних 15 расчетных значений Y без учета ковариации
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Касательно доверительных интервалов он пишет: 
«… Так, доверительный интервал для β0 является интер-
валом, содержащим возможные значения ординат пря-
мой при x = x для различных моделей с одним и тем же 
угловым коэффициентом; доверительный интервал для 
β1, напротив, является интервалом, включающим значе-
ния угловых коэффициентов для различных моделей с 
одинаковыми ординатами в точке x. Однако если тре-
буется определить, описывает ли экспериментальные 
данные линейная модель, учитывающая одновременно 
изменение углового коэффициента и ординаты при x, 
необходимо оценить совместную доверительную об-
ласть для β0 и β1. Прямоугольник, образованный оцен-
ками доверительных интервалов, и оценка совместной 
доверительной области, ограниченная эллипсом, могут 
содержать существенно различные значения параме-
тров β» [9] (рис. 2). 

  
2

1 , ,
( 1)

.
( ) P k n k

k n
T F

n n k  





  

(13)

Таким образом, учитывая (12) и (13), доверитель-
ные границы математического ожидания k-мерного 
случайного вектора Y с доверительной вероятностью P 
описываются следующим уравнением поверхности [10]:
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(14)

где k – размерность вектора Y, n – число наблюдений.
Тогда совместная доверительная область будет 

определяться неравенством (15), что было подтвержде-
но на многочисленных экспериментальных данных:
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(15)

Уравнение (14) определяет k-мерный эллипсоид 
(эллипс в нашем случае при k = 2) с центром в случай-

ной точке Y, случайные размеры и направления 
главных осей которого определяются матрицей 
C–1 и числом F1 – P, k, n – k. Доверительная область 
(15) представляет собой множество внутренних 
точек этого случайного эллипсоида. По теории 
этот эллипсоид накрывает неизвестную точку μ 
с вероятностью Р [8]. 

Статистика Хотеллинга является наиболее 
простым из всех изложенных выше способов по-
строения совместных доверительных областей 
для двух и более случайных величин, коррели-
рованных между собой. Поэтому она была при-
менена для нахождения доверительных областей 
для комплексного уравнения регрессии (3), а так-
же для коэффициента регрессии b0 + ib1 .

В процессе проведения эксперименталь-
ных расчетов выяснилось, что неравенство (15) 
необходимо адаптировать для описания ком-
плексных уравнений регрессии, т. к. по резуль-

татам расчетов не все фактические значения зависимой 
переменной находились в пределах построенной дове-
рительной области [11].

Многочисленные эксперименты позволили най-
ти такой коэффициент Н, который бы корректиро-
вал взаимосвязь между статистикой Хотеллинга и 
F-статистикой:

2( )
.

( 1)
n k

H
k n





С учётом этого модифицированная статистика T2 
Хотеллинга будет связана со статистикой F следующим 
образом:
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Соответственно, неравенство (15) примет вид:
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(16)

Доверительный
интервал для β1

Доверительный
интервал для β’0

Границы совместной
доверительной области

β1

β’0

b0

b1

B
A

Рис. 2. Доверительные интервалы  
и совместная доверительная область для модели 

0 1 0 1( )x x x      

Для нахождения совместной доверительной об-
ласти с использованием аппарата многомерных стати-
стических методов для двумерной случайной величины 
с помощью распределения Хотеллинга вводится следу-
ющее равенство:

2 2

2 2 2 2
2

2 2 2

2 2

( ) ( )

,
( )( )

2

rt r it t

rt it rt it

rit rt r it trt it rit

rt it

y y y y
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T
s y y y ys s s
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где 
2 2 2, ,rt it rits s s – выборочные дисперсии,

или в матричной форме:

  
2 1( ) ( ),TT n Y C Y  

  
(12)

где μ – вектор математических ожиданий двумерного 
вектора Y; 

Y – вектор выборочных оценок математических 
ожиданий двумерного случайного вектора Y.

Хотеллинг связал величину T2 с распределением F 
при заданной доверительной вероятности P, известных 
значениях k и n:
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Результаты применения модифицированной ста-
тистики Хотеллинга на практике следующие:

1. Фактические значения исследуемой комплекс-
ной случайной величины r iY iY   находятся в пределах 
доверительной области с вероятностью 95 % и выше.

2. В связи с упрощением неравенства (15) нахож-
дение доверительных областей стало более простым.

Таким образом, второй подход, получивший назва-
ние «метод декомпозиционных доверительных границ», 
основан на построении доверительной области для ко-
эффициента регрессии b0 + ib1 с помощью модифициро-
ванной статистики Хотеллинга. Согласно этому методу 
этапы нахождения доверительной области следующие:

1. Формируется случайный ряд значений ком-
плексного коэффициента b0 + ib1, найденных по форму-
лам [3]:

 
0 2 2 ,rt rt it it

rt it

Y X Y X
b

X X





 
1 2 2 .it rt rt it

rt it

Y X Y X
b

X X





2. Строится доверительная область для комплекс-
ного коэффициента регрессии b0 + ib1 с помощью моди-
фицированной статистики Хотеллинга.

3. Находится ряд точек (около 40 штук), лежащих 
на границе построенной доверительной области.

4. Каждая из этих точек умножается на конкрет-
ное наблюдение по переменной Xr + iXi .

Получаем ряды точек, лежащих на доверительных 
границах для соответствующих расчетных значений за-

висимой переменной   ,rY iY   которые представляют 
собой эллипс.

Третий подход, получивший название «метод 
агрегированных доверительных границ», основан на 
построении доверительной области непосредственно 

для ряда расчетных значений   .rY iY   Этапы данного 
метода сводятся к следующим:

1. Найти оценки МНК для коэффициента регрес-
сии b0 + ib1.

2. Найти ряд расчетных значений 
  ,rY iY   под-

ставляя в качестве b0 и b1 найденные оценки для них по 
методу наименьших квадратов.

Построить доверительные области по описанно-
му выше алгоритму построения областей для коэффи-
циента регрессии с помощью модифицированной ста-
тистики Хотеллинга, используя полученный двумерный 

ряд расчетных значений   .rY iY   Вместо средних зна-
чений ряда используется текущее расчетное значение 
  ,rY iY   соответствующее конкретному наблюдению 

по Xr + iXi .
Построенные данными способами доверительные 

области обладают следующими характеристиками. По 
мере увеличения номера наблюдения эллипсы для каж-

дого конкретного значения  rY iY   сдвигаются вправо 
и вверх, что говорит о возрастающем тренде исходных 

экономических показателей. Отличие между совмест-
ными доверительными областями, построенными дву-
мя разными способами, состоит в степени увеличения 
их размеров по мере отдаления от среднего значения. 
Если метод декомпозиционных доверительных границ 
подразумевает резкое увеличение размеров эллипсов 
по мере отдаления от Xr + iXi, то при использовании 
метода агрегированных доверительных границ такое 
увеличение практически отсутствует. Это объясняется 
характером ряда, к которому применяется статистика 
Хотеллинга. Во втором случае, как было показано выше, 
этот ряд представляет собой ряд расчетных значений 
  ,rY iY  который не имеет большой дисперсии. Метод 

декомпозиционных доверительных границ получает 
эллипсы путем умножения доверительной области для 
коэффициента регрессии В на конкретное наблюде-
ние переменной Xr + iXi . Естественно, что в результате 
умножения «крайние» эллипсы получат большее растя-
жение, чем те, которые располагаются близко к средне-
му значению Xr + iXi .

Несмотря на различия в полученных результа-
тах, оба способа, использующих модифицированную 
статистику Хотеллинга, являются хорошим средством 
нахождения доверительных границ для комплексного 
уравнения регрессии.

Описанные выше алгоритмы построения довери-
тельных областей для линейного комплексного 
уравнения регрессии с комплексными перемен-

ными фактора и результата были применены к времен-
ным рядам реальных экономических показателей. 

С целью анализа и прогнозирования макроэконо-
мических процессов экономики России исследовались 
следующие экономические показатели: численность 
экономически активного населения и численность за-
нятых в Российской Федерации в качестве экзогенной 
(независимой) переменной (Xr + iXi), расходы на потре-
бление и накопление – эндогенной (зависимой) ком-
плексной переменной (Yr + iYi). Годовые данные по по-
казателям представлены в табл. 1.

таблица 1

Макроэкономические показатели за 2000 – 2008 гг.

Год Xr Xi Yr Yi

2000 72769,9 65070,4 4476,8 1365,7

2001 71546,6 65122,9 5886,8 1963,1

2002 72357,1 66658,9 7484,1 2169,3

2003 72391,4 66432,2 9058,7 2755,1

2004 72949,6 67274,7 11477,9 3558,9

2005 73431,7 68168,9 14438,2 4338,7

2006 74166,9 68854,9 17809,7 5698,8

2007 75159,0 70570,5 21968,6 8034,1

2008 75 756,6 70965,1 27422,7 10522,4

Xr – численность экономически активного населе-
ния Российской Федерации, тыс. чел. 

Xi – численность занятых в Российской Федера-
ции, тыс. чел.
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Yr – расходы на конечное потребление, млрд руб.
Yi – валовое накопление, млрд руб.
Исследование корреляционной связи между ком-

плексными переменными показало, что связь между 
переменными близка к линейной. Вывод был сделан на 
основе комплексного коэффициента корреляции, значе-
ние которого составило 0,998 – 0,0014i. Соответственно, 
к исходным данным может быть применена линейная 
модель комплексного уравнения регрессии, подробно 
рассматриваемая выше.

Комплексный коэффициент регрессии в результате 
оценки по методу наименьших квадратов для комплекс-
ных уравнений составил 2,553 – 1,887i. Доверительная 
область для коэффициента регрессии представлена на 
рис. 3. Доверительные области для уравнения регрессии 
найдены методом декомпозиционных доверительных 
границ (рис. 4). В результате исследований сделан вывод, 
что практически все фактические значения наблюдаемой 
переменной находятся внутри доверительной области, 
рассчитанной для доверительной вероятности 95 %. Это 
говорит о хорошем подборе модели к исходным данным 
и об эффективности метода нахождения доверительных 
областей, предложенного в данной работе.

Метод декомпозиционных доверительных границ 
предлагается использовать в задачах интерполяции ком-
плекснозначных показателей, а метод агрегированных 
доверительных границ – в различных задачах аппрокси-
мации и прогнозирования.    
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